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2020 年高等数学期末答案

一、填空题（每题 3 分，共 15 分）

1. 1
2021



解析：原式 Taylor 展开，有
1 3

3
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其中
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中， 2021x 的系数为
1

2021
 。由于 2021 不是 3 的倍

数，故
6 9 12

3 ......
2 3 4
x x xx

 
    

 
中不含 2021x 的项。所以 2021x 的系数为

1
2021



2. 1

解析：本题需要分 0x  和 0x  两个情况讨论：因为
1

0
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 ，
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2 sin 2 sin 2 1lim lim lim lim +1 lim 1 0 1 1
1 1

x x x
x

xx x x x
x x x x

e x e x e e
x xe e e e

   




   

 
            
    

所以，

1

40

2 sinlim 1
1

x

x
x

e x
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3. 1 ln

解析：  3 3 3

1 1 1

1 1ln ln ln 2 ln ln 2
2 2 2

dx x dx x dx
x

       
  

根据对称性，
13 3 1

1 2 0 0

1 ln 2 ln( 2) ln ( ln )
2

x dx x dx xdx x x x        ，

而
0

lim ln 0
x

x x


 ，所以
3

1

1 ln 2 1
2

x dx  ，所以
3

1
ln 1 ln

2
dx

x
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4.
22 3
4

e e

解 析 ： 6 2dx t
dt

  ， y 看 作 关 于 t 函 数 ， 隐 函 数 求 导 有

sin cos 0y ydy dye t e t
dt dt

   ， 所 以 有
cos cos

1 sin 2

y y

y

dy e t e t
dt e t y

 
 

。 所 以

cos
(2 )(6 2)

ydy dy dt e t
dx dt dx y t

 
 

取对数有 ln ln cos ln(6 2) ln(2 )dy y t t y
dx

      ，

两边对 t 求导有
6 1tan

6 2 2

d dy
dy dydt dx tdy dt t dt y

dx

 
 
     

 
，

6 1tan
6 2 2

d dy dy dy dyt
dt dx dx dt t dt y

             

所以
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2
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= d�
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− tan � − 6
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+ d�
d�

⋅ 1
2−�

当 0t  时由 sin 1 0ye t y   得到 (0) 1y  ，
0

0

(6 2) 2
t

t

dx t
dt 



  

0 0

cos
2

y

t t

dy e t e
dt y 

 


，则
d�
d� �=0

= d�
��

⋅ d�
d� �=0

= �
2
，将这些数值代入可得:

d2�
d�2

�=0

1
2

⋅
�
2

⋅ e − 0 − 3 + � =
2�2 − 3e

4

5. 1
3

解析：利用 0x 时 tan ~x x等价无穷小，此外 n时
1 ~k k
n

  
 

，即
1
n
忽略

不计。结合积分有
12 2 2 2

3 3 0
1 1 1

1 1 1 1 1lim ( ) tan lim lim ( ) d
3

n n n

n n nk k k

kk k x x
n n n n n  

  

         .

二、单选题（每题 3 分，共 15 分）

1.C

解析：首先
0 0

1 10, lim lim (0)
2 2 2

x x

x x

e ex f
x 


    ，故 ( )f x 在0处连续。
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再利用导数定义，可得

2 2

2 20 0 0

1 ( )( ) (0) 1 12lim lim lim
2 2 4

x

x x x

x o xf x f e x
x x x  

  
  

所以 ( )f x 在 0x  处可导，且导数值为
1
4
不为0，故选 C

2. D

解 析 ： 因 为 0x 时 2 211 cos ~ ( )
2

x x o x  ， 所 以 由
0

( )lim 2
1 cosx

f x
x



有

  2 2~ ( )f x x o x 。
0 0 0

( ) (0) 2(1 cos )lim lim lim 0
x x x

f x f x x
x x  

 
   ，因此 ( )f x 在 0x 

处可导，导数为 0。从而 0 '( ) ~ 2 ( ), ''( ) ~ 2 (1)x f x x o x f x o  ， ，即

"(0) 2 0f   。所以 ( )f x 在 0x  处取得极小值，故选 D

3. B

解析：该微分方程的特征多项式是 2 0   。对 1xe  中
xe 讨论，

xe 中 1  ，

其前面多项式是 0 次，又由于 1 是特征多项式 2 0   的单重根，所以待定 xae

前面要乘一个 x，故应该设
xaxe ；再对 1xe  中1讨论，相当于一个 0 次多项式。

由于在 '' ( ) ' ( )y p x y q x y  中   0q x  ，故待定系数也要设成一个 0 次多项式，即

一个常数，因此设b。从而该微分方程的特解可以设成
xaxe b 的形式，故选 B

4. D
解析： ( )y x 中 1 0 1 2x x x x    ， ， ， 处都没有定义，所以都是 ( )y x 的间断点，

因此有 4 个间断点，故选 D
5. A

解析：取
1

2
2

x
n 




则 2
2

y n   ，当 0x 时n，此时 y ，因此

y 无界。而又因为
1 1

2 2
2

x
n n   

  
 

（对于相同的 n），而 1 , 0
2

x y
n 

 


，

因此始终存在
1 1

2 2
2

n n   


 
满足

1( )
2

2

y
n 

 


，但是
1( ) 0

2
y

n 



，

即函数呈现“震荡”式且越来越剧烈，因此不是无穷大量。故选 A.
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三、计算题

1.

3 3

0 0

0 02 2

0 0
3

20

( sin tan ln )d ( sin tan ln )d
lim lim

cos ln (1 )d ln (1 )d

sin tan lnlim
ln (1 )

1

x x

x xx x

x

t t t t t t t t t t

x t t t t

x x x x
x

 



   


 

 





 
 

2. f (x)是偶函数，且 f (0) = −2，因此只需考虑 f 在(0, +∞)上的零点.

当 x > 1 时，f (x) > 2 − 2 cos x  0，因此 f 在 (1, +∞) 上没有零点；

当 x∈(0, 1)时，f ′(x) > 0，因此 f 在 (0, 1) 上严格单调增，从而在该区间内至

多有一个零点．而由介值定理，f (1) = 2 − 2 cos 1 > 0，因此 f 在 (0, 1) 内有且

仅有一个零点．

因此 f 在 (0, +∞) 上有且只有一个零点，从而在 R 内有且只有 2 个零点．

3. 记 p y ，则
d
d
py p
y

  . 方程化为

2d( 1) (1 2 ln )
d
py p p y y p
y

     ,

于是

2
1

d 1 2 ln
d 1 1

1 ( ln )
1

p p y y
y y y

p y y y C
y

 
 

 

  


由
1(0) 1, (0)
2

y y  ，得到 1 0C  ，即 21 ( ln )
1

y y y y
y

  


，

进而 2ln( ln )y y x C   ，代入初值条件得 ln( ln )y y x  .

4. 注意到 sin x为奇函数，因此

2 2 2 21 1 1

2 2 21 1 0

2 sin 2 d  d 0 4  d
1 1 1 1 1 1
x x x x xI x x x

x x x 


   

     
   ，

令 sin x = t(或者分母有理化也行)
2 2

22 2 2
20 0 0

sin cos sin cos (1 cos )4 d 4 d 4 (cos cos )d 4
1 cos 1 cos
t t t t tI t t t t t

t t

  

  
     

    .

5. 圆周方程为 2 2( 2) 1x y   .
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1 1 12 2 2 2 2 2

1 1 1
(2 1 ) d (2 1 ) d 8 1 d 4V y y y y y y   

  
           .

6. 易见 f 在 (−∞, 0) 和 (0, ∞) 内均连续可微，只要讨论 f 在 x = 0 处的性质．

由题，f (x) 连续可微，所以 f 本身连续．

当 k  0 时，f (0+) 不存在，所以 k > 0．

而当 k > 0 时，我们有 f (0−) = c, f (0) = 0, f (0+) = 0，因此 c = 0.

又 1

0 0

( ) (0) 1(0) lim lim sink

x x

f x ff x
x x 




 

   ，

因此，当 1k  时， (0)f 不存在，从而有 1k  . 当 1k  时， (0) 0f  . 另一方

面，

(0)f b  ，从而 0b  .

进一步，当 1, 0, 0k b c   时可得

1 2

2 sin cos , 0
( ) 0, 0

1 1sin cos , 0k k

a x x x
f x x

kx x x
x x

 


 


  

  


当 2k  时， (0 )f  不存在，所以 2k  .

即 2, 0, 0k b c   是 f 在 R 上连续可微的必要条件.

7. ( )f x 的定义域为 ( , )  ，
2 2

2 22

1 1
( ) d d

x xt tf x x e t te t    ，

2 2
2 4 4 23 3

1 1
( ) 2 d 2 2 2 d

x xt x x tf x x e t x e x e x e t         ，故 ( )f x 的驻点为 0, 1x   .

x ( , 1)  -1 ( 1,0) 0 (0,1) 1 (1, )
( )f x  0 + 0  0 +
( )f x  极小  极大  极小 

单调增区间： ( 1,0), (1, )  ；单调减区间： ( , 1), (0,1)  ；

极小值为 ( 1) 0f   ，极大值为
21

0

1 1(0) d (1 )
2

tf te t
e

   .

8. 2
1 2 3det( ) ( 2) (4 ) 0 2, 4A E               ，

1 2

3 3 3 1 1 1 1 1
2 : 2 3 3 3 0 0 0 1 , 0

6 6 6 0 0 0 0 1
A E r r

         
                      
              

；
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3

3 3 3 1 1 0 1
4 : 4 3 9 3 0 2 1 1

6 6 0 0 0 0 2
A E r

       
                 
          

；

2 2 4

2 2 4 2 4
1 2 3

2 4

( ) , , 0
0 2

t t t

t t t t t

t t

e e e
X t re r e r e e e

e e

 

  



 
    
  

.

对应的齐次微分方程组通解为： ( )x X t C .

(0)X E ，计算知 1

1 3 1
2 2 2

(0) 1 1 0
1 1 1
2 2 2

X 

   
 

  
 

 
 

.

通解为 1 1

0
( ) ( ) (0) ( ) (0) ( )d

t
x t X t X C X t X f      .

代入公式，得到

2 2 4
1

2 4
2

2 4
3

2( ) 2( ) 4( )

1 2( ) 4( )

0
2( ) 4( )

1 3 1
2 2 2

( ) 0 1 1 0
0 2 1 1 1

2 2 2
1 3 1

12 2 2
0 1 1 0 1

0 2 1 1 1 1
2 2 2

t t t

t t

t t

t t t

t t

t t

e e e C
x t e e C

e e C

e e e
e e

e e

  

 

 

 





    

  

  

      
         
        
 

    
     
     
 

 d
 
 
 
  

，

2 4

2 2 4
1

2 4 2 4
2

2 4
3

4

1 1 11 3 1
8 4 82 2 2 1 1 1( ) 0 1 1 0
8 4 8

0 2 1 1 1 1 1
2 2 2 4 4

t t

t t t

t t t t

t t

t

e e
e e e C

x t e e C e e
e e C

e



 

 



            
                
                 

.

四、证明题

1. 令 21 ( 4 )
2

x t t ab
a

   ，则
2

2

4d d
2 4
t t abx t
a t ab
 




.

20 2

20 0

1 4( )d ( ) ( 4 ) d
2 4

b t t abI f ax x f t ab t
x a t ab

 



 
    


   ，
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令 t u  ，则

2 2
2 2

2 20 0

2

0

1 4 4( ( 4 )  d ( 4 ) )d
2 4 4
1 ( 4 )d .

u ab u t t abI f u ab u f t ab t
a u ab t ab

f t ab t
a

 



   
   

 

 

 



2. 由数学归纳法容易证明0 3nx  . 又，

1
(3 ) 3(3 ) ( 1,2,...)
2 2

n n
n n n

x xx x x n

 
    

所以 1
3 3(3 ) (3 ) ( 2)
2 2n n n n n n n nx x x x x x x x n         

故数列{ }nx 单调增且有上界，故收敛. 对 1 (3 )n n nx x x   两边取极限可知极

限为
3
2
.

3. (1) 由
0

( )lim 1
x

f x
x

 ，知 (0) 0f  ；

且
0 0

( ) ( ) (0)lim lim (0) 1
0x x

f x f x f f
x x 

   


.

故 0, ( ) (0) 0a f a f    .

同理， (1) 0, (1) 2, 1, ( ) (1) 0f f b f b f      ，且b a .

于是 ( ) ( ) 0f a f b  ，由零点定理知，

( , ) (0,1)a b   ，使 ( ) 0f   .

(2) 构造 ( ) ( )xF x e f x ，可知 (0) ( ) 0F F   .

由罗尔定理知， 1 1 2 2(0, ), ( ) 0; ( ,1), ( ) 0F F            .

而 ( ) [ ( ) ( )]xF x e f x f x   ，故 1 2,  分别是 ( ) ( ) 0f x f x   的两个根.

构造 ( ) [ ( ) ( )]xG x e f x f x  ，则 1 2( ) ( ) 0G G   且满足罗尔定理.

故 1 2( , ) (0,1), ( ) 0F       .

整理得 ( ) ( ) 0f f    .
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1

2019 年高数上期末答案

一、填空题

1. 2 考察极限的基本运算

解析：
2 2

2 2

3sin 2 1 3sin 2 1lim lim lim 2
1 1x x x

x x x x x x
x x x x  

    
      

2.
6


考察定积分的定义

解析：由
2 2 2

2

1 1 1
4 4

nn i i
n






可知，原和式为将区间[0,1] n等分后，各小区间上高为
2

2

1

4 i
n



的矩形

面积之和，由定积分定义，
1

2 2 20
1

1 1lim
64 4

n

x i
dx

n i x





 
 

 
3. 10 考察高阶导数公式，莱布尼兹公式的应用

解析：记 2 2u x x   ， sinv x 则 ( )

2 1 1
2  2
0 3

n

x n
x n

n

 
 
 

( ) sin( )
2

nv x n 
  

(10) (10) 0 (10) 1 (9) (1) 10 (10) (10) (1) (9) (2) (8)
10 10 10( ) ( ) 10 45f x uv C u v C u v C uv uv u v u v       代入 0x  得 (10) (0) 10f 

4. 2 考察微积分基本定理与极限的相关知识

解析：由题意

sin 2

0

0

sin( )
lim

( 1)

x

k xx

t dt
a

x e



 ( 0)a 

sin 2

0
10

sin( )
lim

x

kx

t dt
a

x 
 

由洛必达法则：
2

0

cos sin(sin )lim
( 1) kx

x x a
k x




由等价无穷小可知 2k 

5. 3 考察渐近线的相关知识

解析：
11

2x xy
e e

  
 

0,x y  故存在竖直渐近线 0x 

, 1x y   设对应渐近线 y x a  ，则
1lim 0 0

1xx
a a

e

       
渐近线 y x

, 1x y   设对应渐近线 y x b  ，则
1lim 0 1

1xx
b b

e

        
渐近线 1y x 

二、计算题

1. 考察极限的基本运算

220 0 0

2 2 2 2

sin cos cos sin sin coslim lim lim 12 2 2ln(1 )
1 1 (1 )

x x x

x x x

e x x e x x e x x
x xx
x x x

  

     
  

 
  

2. 考察积分的基本运算

原式
1 0 12 2

1 1 20
2 2

25 1( ) (1 )
24 2

xf x dx x dx e dx
e



 
       

3. 考察参数方程的求导与隐函数求导
2

0 0 02 1 1, 0, 1t t tx t t x t x x y              1
01 0 0y y y

tte y e tye y y e           

1dy yk e
dx x

   



又切线过 (0, 1) 故切线方程：
1 1y x
e

 

4. 考察变上限积分与函数性质

（1）由
0

( ) ( ) ( 2) 2
x xx t f t dt x x e x    得

0 0
( ) ( ) ( 2) 2

x x xx f t dt tf t dt x x e x    
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2

求导得 2 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( 2) 2 ( ) ( 2) 2

x xx xf t dt xf x xf x x e f t dt x e          求导得 2( ) ( 2 2) xf x x x e  

（2） 2( ) ( 4 ) xf x x x e   令 ( ) 0f x  得单调增区间 ( , 4)  ， (0, )
令 ( ) 0f x  得单调减区间 ( 4,0) 故极大值 4( 4) 6f e  极小值 (0) 2f  
5. 考察反常积分的求解

原式 12 20 1 1 1

ln 1 ln 1ln ln
(1 ) ( 1) 1 1 1

x
x

t e
x

xe t tdx dt td d t
e t t t t

          
       

 1 1 1 1 11

ln 1 ln lnln ln(1 ) ln ln 2
1 (1 ) 1 1 1
t t t tdt t t
t t t t t t

              
    

6. 考察高阶微分方程的求解

解 2 0y y y    可得通解为 1 2( ) xy C C x e  对于 x项，不难得出特解中需含有 2x 

对于 xe 项，可设 * 2 xy Cx e 代入 2 xy y y e     中可得
1
2

C 

即 * 21 2
2

xy x e x   通解为 2
1 2

1( ) 2
2

xy C C x x e x    

7. 考察一阶微分方程的求解
2 2 2

1 1(1 ) 2 ln ln( 1) ( 1)x y xy y x C y C x            1(0) 3 3y C   
23 3y x   3

23y x x C   2(0) 1 1y C   3 3 1y x x   
8. 考察常系数一阶微分方程求解

设

1 1 0
0 1 4
1 0 4

A
 
   
  

1 2 3det( ) 0 3, 0A E          ( 3 ) 2r A E 

故需求 2( 3 ) 0A E r  的基础解系 2

4 4 4 1 1 1
( 3 ) 4 4 4 0 0 0

1 1 1 0 0 0
A E

   
        
      

从而 2( 3 ) 0A E r  两个线性无关的解向量 (1)
0

1
1
0

r
 
   
  

， (2)
0

1
0
1

r
 
   
  

(1) (1)
1 0

1
( 3 ) 2

1
r A E r

 
     
  

， (2) (2)
2 0

2
( 3 ) 4

2
r A E r

 
     
  

故对应 1 3= = 3   的两个线性无关特解 3
1

1
( ) 1 2t

t
x t e t

t



  
   
  

， 3
2

1 2
( ) 4

2

t

t
x t e t

t



  
   
  

对于 3 0  ，其特征向量

4
1
1

r
 
   
  

，对应特解 3

4
( ) 1

1
x t

 
   
  

原方程组解系： 3 3
1 2 3

1 1 2 4
1 2 4 1

2 1

t t

t t
x C e t C e t C

t t

 

        
             
           

三、解答题

1.（1） 1( ) ( ) 3f x f x x
x

    对应齐次方程 1
1( ) ( ) 0 ( )f x f x f x C x
x
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3

设 原 方 程 解 为 ( ) ( )f x x h x  代 入 得 ( ) ( ) ( ) 3 ( ) 3xh x h x h x x h x       

2( ) 3h x x C   2( ) 3f x x Cx    由题意
1

0
( ) 2 6f x dx C   从而 2( ) 3 6f x x x  

（2）由 1 2( ) 0 0, 2f x x x    区间[0,2]上取微元 dx

则
22 2

0

24( ) ( )
5

dV f x dx V f x dx     

2. （1）
3
2 2 2( ) sin sin( ) = sin ( )

x x xs t x s

x x x
f x t dt s ds s ds f x

  



 

    


       即 ( )f x 以 为周期

（2）由（1）可知 ( )f x 以 为周期，故只需讨论 ( )f x 在[0, ] 的值域

[0, )
2

x 
 ， [0, )t  ， sin 0t  2( ) sin 2 sin( ) [1, 2]

4
x

x
f x tdt x

 
     [ , )

2
x   ，

3[ , )
2 2

t  


从而 2 2( ) sin sin = ( ) sin sin 2 cos( ) 2 [2 2,1]
4

x x

x x
f x t dt t dt f x tdt tdt x

  

 

 
           

（3）由（2）可知： 2
0 0

2

( ) 2 sin( ) 2 cos( ) 2
4 4

S f x dx x dx x dx
 


             

3. 设 ( )f x 原函数为 ( )F x ，将 ( )F x 在 1x  处泰勒展开，可知 [1, ]x 
2 31 1( ) (1) ( 1) (1) ( 1) (1) ( 1) ( )

2 6
F x F x f x f x f         从而 1

1 1(0) (1) (1) ( )
2 6

F F f f    

2
1 1(2) (1) (1) ( )
2 6

F F f f      1 2
1(2) (0) ( ) ( )
6

F F f f      由 ( )f x 在[0,2]连续

故 1 2[ , ]     1 2
1( ) ( ) ( )
2

f f f      存在 1 2[ , ] [0, 2]     使
2

0
( ) 3 ( )f f x dx  

4.（1）
2 1

0 0 ( 1)
sin sin sin ( 1) sin

n nn

n
x xdx x xdx x xdx x xdx

   

 




       

 1 1

( 1)
( 1) sin ( 1) cos( ) ( 1) cos( 1) (2 1)

nn n

n
x xdx n n n n n




     


        

23 (2 1)n n         原式

（2）设 2 0

1( ) sin
x Pf x t t dt

x
  当 0P  时

3 3 2 2 2
04 4 30 0 0

1 1 1( ) ( sin 2 sin ) sin sin sin sin 0
x x xP P P P P Pxf x x x x t t dt x x x t t t d t t d t

x x x
               

而 2 20 0

1 1 1( ) sin
2

x xPf x t t dt tdt
x x

    故由单调有界准则， lim ( )
x

f x


存在

2018 年高数上期末答案

一、选择题
1. B

解析： lim lim lim lim( )
3 2 2

2

2 3 2 3 2
3 1

2 2 2 2   

   
    

x x x x

ax bx ax bx ax b xa b
x x

0 a 1b

2. C
解析：不妨设 ( ) 1f x ( ) 2g x 则 ( ) ( )f x g x

( ) , ( ) ( ) ( )1 2       f x g x f x g x 故 A 错误

( ) ( ) 0  f x g x 故 B 错误

当 1 x 时 ( )
0

1 
x
f t dt ， ( )

0
2 

x
g t dt ( ) ( )

0 0
 

x x
f t dt g t dt 故 D 错误

lim ( ) ( )
0

0


x x
f x f x lim ( ) ( )

0
0


x x

g x g x ( ) ( )0 0f x g x 故 C 正确
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3. C

解析： ( ) ( )1  xf x x e ( ) 11   xf x xe ( )( ) ( ) 11
1 1      xdf xf x x e

dx
4. D
解析：对 A： ln (ln ) | lim (ln )

1
1
00 0

1 1 1 1


        x
xdx x x x x

对 B： |
ln ln ln222

1 1

2

   
dx

x x x
对 C： |00

1
      x xe dx e

对 D：
cos cos cos

1 1 0

1 0 1



 
   

dx dx dx
x x x x x x

1
cos
1


x x x

又
1

0

1
 dx
x

发散
cos

1

0


dx
x x

发散

故
cos

1

1
dx

x x
也发散

5. B

解析： lim ( ) lim ( ) lim ( )
00 0 0


  

 
x

x x x
F x f t dt f x ( , )0  x ( ) sin 1


 f 有界 lim ( )

0
0


 

x
f x

即 lim ( ) ( )
0

0



x

F x F ( )F x 在 0x 处连续

( )( ) ( ) ( )( ) lim lim lim limsin0

0 0 0 0

0 1
0

0


   

    



x

x x x x

f t dtF x F f xF
x x x

不存在 ( )F x 在 0x 处不可导

6. C
解析： ,2

1 23 2 0 1 2           为特征方程的单根 ( )    xy x Ax B e
二、填空题

1. 4 4

3 3
  y x

解析： 2t 时
2

5
x ，

4

5
y ( )

( ) ( )

2 3 2 2

2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 2

1 1 1

       
  



y t t t t t ty
x t t t

| 2

4

3
  ty 故 ( )4 2 4 4 4

3 5 5 3 3
      y x x

2. 1009
解析：原式 ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 2018

0 1 2 2017
0 1 2 2017           x dx x dx x dx x dx

( )
2018

0
1 2 2017 1009      xdx

3. 3 2
1 2  x x xy C e C e xe

4. sin cos1 1

解析：原式 lim sin sin sin lim sin sin sin cos
1

0
1

1 1 1 2 2 1
1 1

 


          
 
n

x x i

n n i i x xdx
n n n n n n n n n n

5. 1

解析： ( ) ln( ) 1
2 0 1

2

      

xf x x x
x

当 1x 时 ( ) 0 f x ；当1 2 x 时 ( ) 0 f x 1 x 为最大值点

三、计算积分

1. 原式
tan tanarctan

tan cos tan 22 2

1 1 1 1 1

9 3 3 3 3
1

3

           
 

 
x xdx d C

x x x

2. ( ) ( ) ( ) | ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1
00 0 0 0

2 2 2 1                
f x dx f x d x f x x xdf x f f x xdx
x
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( )1 0 f ln( )( ) 1 
xf x
x

原式
ln( ) ln( ) ln( ) |

1 1 1
1
0

0 0 0

1
2 4 1 4 1

1

 
          

  
x xdx x d x x x dx

xx

令 y x，则原式 ln ln ln
2

1 1

2 20 0

2 2
4 2 4 4 2 8 2 4 2

1 1


   
               

 
y dy x dy

y y

3. 令  xt e ，则原式
ln ln lnln | |

( ) ( )
0 1 1 1

1 1
0 021 0 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

                 
t t tdt td dt dt
t t t t t t t t

ln ln ln( ) | ln | ln1 1
0 01 2

1 1

         

t tt t t
t t  

ln /lim ln lim lim lim
( ) / 20 0 0 0

1
0

11 1   


     

  


x x x x

t t tt ttt t t t
t

原式 ln2
四、解答题

1. ( ) 41 1
3 0

3 3
    y y x y ( )4 31 1

3 0
3 3

     y y y x 令 3u y ，则 43 0   u y y

故 ( )1 1 1
3 0

3 3 3
    u u x 3   u u x 先求 0   xdu u u C e

dx
令 ( )0 C h x

则 ( ) xu h x e 代入 3  
du u x
dx

得 ( ) ( )2   xh x x e C

2    xu x Ce 即
3

1
2   xx Ce

y
2. 1 2  xy C e C x

3. ( ) ( )
1 1 122 2 4

1 0 0

72
9 3 18 2 3 3 1 18 18

5

     


             V y dx x dx x dx

4. ( ) ,
( )

2

1 22 2

4 2 2
0 1 2

2

       

x xf x x x
x

减区间： ( , )2  ， ( , )1  增区间： ( , )2 1

又 lim ( ) 0



x

f x ， lim ( ) 0



x

f x ( ) f x 草图为：

当 2t 时，最大值在 1x 处取到， ( )1 1f

最小值在 2 x 处取到， ( ) 1
2

2
  f

当 2 1   t 时，最大值在 1x 处取到， ( )1 1f ；最小值在 x t处取到， ( )
2

1 2

2





tf t
t

.

当
1

1
2

  t 时，最大值为 ( )1 1f ，无最小值.

当1 t时，最大值在 x t处取到， ( )
2

1 2

2





tf t
t
，无最小值.

5. 2 2 2 0 1         i 通解为 ( cos sin )1 2
 tx e C t C t

设特解  * ( ) cos ( )sin0 1 0 1
    tx A A t t B B t t e t 代入求得 * cos sin1

4 4
   

 
ttx t t e t

故原方程通解为 ( cos sin ) cos sin1 2

1

4 4
      

 
t ttx e C t C t t t e t

6. 证明：令u a t 2 ，则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a a aa

a
f t f a t dt f a u f u du f a u f u f u df a u         

2

00 0
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a

f a f a f f u f a u du   2

0
2 0 2
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a a

F a F a f t f a t dt f t f a t dt       
2

0 0
2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a a

a
f t f a t dt f t f a t dt f a f f a       

2
2

0
2 2 0 2

7.（1） ( ) ( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

2 2 1 2 2 2
0

0 0 0 0 0

1 1 1 1
1

2 2 2 2
                    xf x dx f x dx x f x x df x f x f x dx x f x dx

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0
1 0 0      tf x dx t df x t f f ( ) ( ) ( )

1 1
2 2

0 0

1 1

2 2
     x f x dx x t f x dx

（2）取
1

3
t 则由（1）知 ( ) ( ) ( )

221 1
2

0 0

1 1

4 3

          xf x dx x f x dx

由柯西不等式得：  ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 1 22 2 2

0 0 0

1 1 1 1

4 3 4 3

        x f x dx x dx f x dx

( )
1

2 2

0

1 4

3 45
  xf x dx  ( ) ( )

21 1 2

0 0

1

45
      xf x dx f x dx

当且仅当 ( )2 1

3
 x f x 时取等号，即 ( ) ( )31

3
  f x x x C

又 ( )0 0f 0 C 故 ( ) ( )31

3
 f x x x 即

1

3
A

2017 年高数上期末答案

一、计算题

1. 原式

/ cos
ln( tan ) tan (cos sin )tan cos sin coslim lim lim lim

(cos sin )

2

2

20 0 0 0

1 1
1 1

1 1
2 2 2   

       
x x x x

x
x x x x xx x x x

x x x x x x
cos sinlim
(cos sin )0

1

2 2


 

x

x x
x x

2. ( )lim ( ) lim
( )2

0 0

1
1

1  


 

 x x

x xf x
x x

( )lim ( ) lim
( )2

0 0

1
1

1  


  

x x

x xf x
x x

0 x 为跳跃间断点

( )lim ( ) lim
( )( )1 1

1

1 1 


  

 x x

x xf x
x x x

1 x 为无穷大间断点

( )lim ( ) lim
( )( )1 1

1 1

1 1 2 


  

 x x

x xf x
x x x

1  x 为可去间断点

3. 当 0x 时 ( ) 1 f x ；当 0x 时 ( ) ln2 2  xf x

当 0x 时，
( ) ( )lim lim

0 0

0 1

0  

 
  

x x

f x f x
x x

( ) ( )lim lim
0 0

0 2 1

0  

 
  



x

x x

f x f
x x

在 0x 处不可导 ( )    
ln
1 0

2 2 0

   
x

x
f x

x

4. 两边同时求导：
( )

2

2 2 2

2 2

2
1


   

  
  
 

y xy
x yy y xy y
x y x yx

y


 


y xdy dx
x y

5. 令 1 xt e ，则 ln( )2 1 x t

原式 ln( ) ln( ) ln
x

x

x

t et dt dt t t t C e C
t t t e

 
              

    
 2

2 1 1 1 1
2 2 1 1 2 1

1 1 1 1 1

6. ( ) cos cos cos | cos cos | sin0 00 0 0 0

                
x x x xt t t x t t x tf x e tdt tde e t e d t e t tde
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cos | sin | sin (sin cos ) | cos (sin cos ) | ( )0 0 0 00 0

               
x xt x t x t t x t t xe t e t e d t e t t e tdt e t t f x

( ) (sin cos )1 1

2 2
  xf x e x x ( )0 0f ( ) 1 1

2 2
  f e

( ) cos 0
2

    xf x e x x ( ) 2
1 1

2 2 2

 
 f e 最大值为 2

1 1

2 2



e ，最小值为0

7.    2 24 4 4
2 2 2 2

4 0 0
16 5 16 5 2 10 2 16 40 16 



               x x dx x dx x dx

令 sin4 x ，则原式 cos cos cos 2 22 2

0 0
40 4 4 640 160

 

         d

8. ( )( ) , ,3 2 2
1 2 32 2 0 2 1 0 2 2 1                   i i

cos sin1 2 32 2    xy C x C x C e

9. 21  y y 令 t y ，则 arctan2
12

1
1

       

dtt t dx t x C
t

tan( )dy x C
dx

   1  tan( ) ln cos( )dy x C dx y x C C      1 1 2

二、解答题

1. ( ) ( ) ( )2 2 2

0 0
    

x x
f x x f t dt t f t dt x

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0
2 2 2 0 2         

x
f x x f t dt x f x x f x x x f x f x

将 0x 代入得 ( )0 0f ( ) ( )2 2  f x xf x x

即 ( ) ln( )
222 1 2 1 1

1
          


x Cdy dyx y xdx y x C y e

dx y
又 ( )0 0f 0 C ( )

2

1 xf x e

2. 当 1k 时
( ) ( )lim ( )



  
x a

f x f a f a l
x a

无极值

当 1k 时
   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim ( )

1

1
0  

         
  k kx a x a x a

f x f a f x f a f x f al l f a
x a x ax a x a

若 k为偶数， 0l
 

lim
1

1
0

 


 kx a x a
( ) ( )lim ( ) 0

 


   
x a

f x f a f a
x a

 
lim

1

1
0

 


 kx a x a
( ) ( )lim ( ) 0

 


   
x a

f x f a f a
x a

 x a处取得极小值

若 k为奇数， 0l
 

lim
1

1
0


 kx a x a

( ) ( )lim ( ) , ( )0 0 0 

      
x a

f x f a f a f a
x a

 x a处无极值

综上， k为偶数则取极小值， k为奇数则无极值.
[注：此题只告诉 ( )f x 在某邻域内有定义，是否可导以及导函数是否连续都未知，故不能认为

( ) ( )lim lim ( )
 

 
x a x a

f x f a f x
x a

，更不能使用洛必达法则直接求导]

3. 2 2 2 0 1        i 通解为 ( cos sin )1 2 xy e C x C x

设特解  * cos sin  xy A x B x e x 代入求得 * sin
2

 xxy e x 故 ( cos sin ) sin1 2
2

  x xxy e C x C x e x

又 ( )0 1y ( )0 1 y 故 cos sin
2

 x xxy e x e x

4.（1）见《工科数学分析基础》第三版上册 P307 例 3.5
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（2） ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 29 2 5 1 2 9 2 5 1           f x f x x x f x f x f x x x
2 9 0 3      通解为 ( ) 3 3

1 2
 x xf x C e C e

设特解 *( ) 2  f x Ax Bx C 代入求得 *( ) 22 5 13

9 9 81
   f x x x

故 ( ) 3 3 2
1 2

2 5 13

9 9 81
    x xf x C e C e x x

5.（1）定义域： | 1x x ( ) ( )
( )3 3 3

2 2 2 4 2 1

2

         
 


xy xy t ty
x t t

0 t 0 y 故 L在[ . )1  上是凸的

（2） 4 2 2
1

2

    


y ty
x t t

切线： ( )( )0 01
2

   
ty y x x

即 ( )( )2 22
4 1 1     y t t x t

t
将 ( , )1 0 代入得 2 2 0 2     t t t 或 1 又 0t

1 t 切点 ( , )2 3 切线方程为 1 y x
（3） :L 4 1 1   y x x ( )1x 草图：

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2 1

2 2

1 1 1 0

5 9
1 1 4 1 1 2 4 1 1 4 1

2 2
                      S x dx x x x dx x x dx t t d t

( )
1

2

0

9 7
2 4

2 3
    t t dt

6. 设 ( )f x 在 0x x 处取最大值， ( , )0 0 1x ，则 0x x 必为极值点，即 ( )0 0 f x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

1

0 0 0
0 1 0 1              

x

x
f f f x f f f x f x dx f x dx

( ) ( ) ( ) ( )0

0

1 1 1 1

0 0 0 0
            

x

x
f x dx f x dx f x dx f x dx Mdx M

2016 年高数上期末答案

一、填空题

1. 0

解析：
sinlim ( ) lim sin lim lim ( )

3 3
3

3 2 200 0 0 0

1
0 0

3 3   
    

x

x x x x

x xf x t dt f
x x x

0 a

2. 1

x

解析： ( ) ln 1 f x x ( ) 1 f x
x

3. 小

解析：特值法，取 ( ) ( ) ( )4
0 02  f x x x f x 满足题意，则易知 ( )f x 在 0x 处取极小值

[具体证明参考 2017 年解答题第 2 题]

4. 4

3

解析：
sin

41
 x

x
为奇函数

sin
2

4
2

0
1






 

x dx
x

原式  cos sin sin3 22 2

2 2

4
1

3

 

 
 

    xdx x d x

5. ( )2 2 1 1  y C x

解析： ( ) ( ) ln( ) ln( )2 2 2 2
12 2

1 1
1 1 1 1

1 1 2 2
         

 
xdx ydyx y dx y x dy x y C
x y
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6. cos 1   
x

解析： sin sin cos       xdy ydx dx dxy dx xy x C 又 ( ) 1 y 1  C

二、选择题

1. A

解析：A：
cos sinlim lim

2 2

1
1

2

  


  

x x

x x

x
B：

sin
lim sin lim

1
1

1
1 

 
x x

xx
x

x

C： lim
sin0

1



x

x
x

D： lim
0

0



x

x 且 limsin
0

1
x x

有界， lim sin
0

1
0


 

x
x

x
2. A
解析： ( )dy f x dx 0  x 0 dx ， 0dy

由泰勒展开：    ( )( ) ( ) ( )2 2

2

               
f xy f x x x o x f x x f x dx dy

3. B
解析：  ( ) ( )

0


 

x
t f t f t dt令  a t，则原式为    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1        

x x
a f a f a da a f a f a da

也可由偶函数的导数为奇函数，将各式求导后判断其是否为奇函数

三、计算题

1.
ln( )

lim( ) lim
1 1



 
 

xx ex x x
x x

x e e ln( )lim lim lim

1

1
1 1  


   




x

x xx

xx x x

e
x e ex e
x e

原式 e

2. 2 x t 2 x 21 3 y t 6 y t
21 3

2


 





dy y t
dx x t

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

2 3 3 3

2 6 2 1 3 3 1

2 4

        
   


 


d y xy xy t t t t
dx x t t

3.
1

       


y
y y

y

ey e xe y e
xe

切线为 ( )1 0   y e x 即 1  y ex

4. 令 1 t x 则 2 1 x t arctan |
( ) 12 21 1

1 2
2 2

1 1 2

      
  I tdt dt t

t t t

5. ln lnlim ( ) lim lim
1 1 1

1
1

1 1    


   

 x x x

x x xf x
x

ln lnlim ( ) lim lim
1 1 1

1
1

1 1    


  

x x x

x x xf x
x

1 x 为跳跃间断点

ln ln
lim ( ) lim lim lim lim( )0 0 0 0 0

2

1

0
1 11    

     
   x x x x x

x x x xf x xx x xx
x x

0 x 为可去间断点

四、解答题

1. 令  a t x则 ( )
2

0

1
2




    x

x

xf a da e

两边同时求导： ( ) ( ) ( ) ( )1                x x xf x x e f x e x f x x e

设渐近线为  y kx b则
( )lim lim 1

 


  

x

x x

f x x ek
x x

1 k

 lim ( ) lim lim 0
  

         
x x

x x x
b f x kx x e x e  y x
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2. （1）det( ) ( )( ) ,2
1 2

1 1

1 1 2 1 0 2 1

1 1


     




          


A E

2 1 1 1 0 1

2 1 2 1 0 1 1

1 1 2 0 0 0

    
          
      

A E 1

1

1

1

 
   
  

r

1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

   
        
      

A E 2

1

1

0

 
   
  

r 2

1

0

1

 
   
  

r

( ) 2
1 2 3

1 1 1

1 1 0

1 0 1

 

     
              
          

t t tx t C e C e C e

（2） 2
1 22 1 0 1          通解为 ( )1 2

 xy e C C x

设特解 * ( )2   xy x Ax B e 代入求得 * 31

3
 xy x e 故 ( ) 3

1 2

1

3
   x xy e C C x x e

3. 2 1
3 3     xy y x y y x

x
先求 ln ln 1 2

1
0         

dy dxy y y x C y C x
x y x

令 ( )y h x x代入得： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 33 3 3        h x x h x h x x h x h x x C ( )3  y x C x

   ( ) ( ) | ( )
2 22 21 1

2 5 4 3 1
00 0

9 6 9 6
3 3

5 4 3 5 4 3
             

C C CV x C x dx x Cx dx x x x C

当
9

4
 C 时V 最小 ( ) 2 9

3
4

  f x x x

4. 证明：由中值定理：
( ) ( ) ( )1

0

0
 


f a f f
a

( , )1 0  a

( ) ( ) ( )2
  
 

f a b f b f
a b b

( , )2  b a b ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 20          f a f f a b f b af af

即  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1      f a b f a f b a f f 2 1  ( ) ( )2 1   f f
[注：单调减不等同于严格单调减，可能出现 ( ) ( )1 2

 f x f x ]
( ) ( ) ( ) 0   f a b f a f b ( ) ( ) ( )  f a f b f a b

2015 年高数上期末答案

一、填空题

1.
2



解析： ln 2

2




 x
x
为奇函数 ln2

2

2
0

2







 


xdx
x

原式 cos22

2 2







  xdx

2.
ln
1

2


解析： ln ( ln )
ln
1

2 2 2 2 1 2 0
2

        x x xy x x x

当
ln
1

2
 x 时 0 y ；当

ln
1

2
 x 时 0 y

ln0

1

2
 x 为极小值点

3. 2

3



彭康学导团

11

解析：

lim lim lim1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1

2

  
          

   
 

  
x x x

n n n
n n n n n n n n n n n n n nn n n n

n

右边 lim
1

0

1 1 2 2

3

 
       

 


x

n xdx
n n n n

左边 lim lim
1

0

1 2 1 1 2 2

31 

   
                   

 
x x

n n n xdx
n n n n n n nn n

原式
2

3


4.
21

22 2
x

e

解析：原式可等价为 ( ) 2

0
2 2         

x
ty t dt x y xy x y y xy x

21

20    
x

y xy y Ce 令 ( )
21

2
x

y g x e 代入得
21

2
12


 

x
y e C

21

2
1 2


  

x
y C e

又 0x 时 0y
21

22 2


  
x

y e
5. b
解析：  ( ) ( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) ( )00 0 0

0 0                  
a a aax x dx xd x x x x dx a a a

又 ( ) 0 a ( ) 0 a 原式 b
二、选择题
1. A
解析： ( ) ( ) F x f x dx C

对 A： ( ) ( )  f x f x ( ) ( ) ( ) ( ) ( )        F x f x d x C f x dx C F x 为偶函数

对 B： ( ) ( ) f x f x ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )          F x f x d x C f x d x C F x
对 C：取 ( ) sin 1 f x x 则 ( ) cos   F x x x C为非周期函数

对 D：取 ( )   xf x e 则 ( )  xF x e C为单调递减函数

2. B
解析： ,1 20 1 2    y x x 草图：

拐点为凹凸区间分界点，由草图知 1x 不是分界点， 2x 可

能是分界点，故选 B。
[注：也可直接求出 y 后判断 1x 和 2x 左右两侧是否异号，只是求导过程相对复杂]
3. C

解析：由中值定理：
( ) ( ) ( )0

0
  


f x f f M
x

( , )0  x ( ) f x Mx

( )
1 1 1

0 0 0 2
    

Mf x dx Mx dx M xdx

4. B
解析：采用特值法，取 ( ) sin 1 f x x
对 A：原式 cos 1   x x 不是周期函数 对 B；原式 cos2 2 x是周期函数

对 C：原式 cos 1 x x 不是周期函数 对 D：原式2x不是周期函数

证明：令 ( ) ( )
x

F x f t dt 0 ( ) ( )f t T f t 

( ) ( )
x T

F x T f t dt


  0 ，令 t u T  ， ( ) ( ) ( ) ( )
x T x x x

T T T
f t dt f u t du f u du f t dt



  
      0

故 A 和 C 错误

令 ( ) ( )
x

g x f t dt


 
0

， ( ) ( )
x T

g x T f t dt
 

  
0

，令 t u T  ， ( ) ( ) ( )
T T

x T x x
f t dt f u T du f t dt

   
    

0
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故 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x T x T x T

x T T x T x
f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt



     
             

0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
x

x
f t dt f t dt F x T g x T


      

0

0
故 B 正确

5. C
解析： ( ) ln( )22 2 0 0     f x x x x
三、解答题

1.[注意求渐近线与斜渐近线的区别]

 lim lim ln1
1 0

 

       
x

x x
y e

x
渐近线： 0y

 lim lim ln
0 0

1
1

 

       
x

x x
y e

x
渐近线： 0x

 lim lim ln1
1

 

       
x

x x
y e

x
设渐近线为  y kx b

则
   ln ln

lim lim lim lim

1
1 1

1
1

  

   

   
     



x x x

xx x x x

e ey exk
x x x e

       lim lim ln lim ln lim ln ln( )11
1 1 1 0

  

   

                   

xt ex x

x x x x
b y kx e x e x t t

x
  y x 故共有 3 条渐近线：  y x； 0x ； 0y
2. （1） ( )

4

2 0 0    xF x xe x
当 0x 时 ( ) 0 F x ； 0x 时 ( ) 0 F x ( )0 0 F 为极小值

（2） ( ) ( )
4 43 4 2

2 4 2 0 2 8 0
2

            x xF x e x xe x x

( )F x 在
2

2
 x 左右异号 故拐点横坐标为

2

2


（3） ( ) |
4 4

16 81
3 3

2 3 3
22 2

1
2

2 2

 
 

 

      x x e ex F x dx x e dx e

3. 令  y u则  y u ，  
duy u
dy

2
2 2 2 2

1

1

2 2
        y y y ydu uy e u e udu e dy e C

dy
又 0x 时 1u ， 0y 1 0 C 2 2  y yu e u e

2
     y y

y

dy dye dx e x C
dx e

0x 时 0y 2 1  C 故 1  ye x即 ln( )1  y x
4. 通解 cos sin , ,1 2 3 4 1 2 3 42 2 1 2 2            x xy C e C xe C x C x i i

( ) ( )2 2 4 3 21 4 0 2 5 8 4 0               故 ( ) ( )4 32 5 8 4 0     y y y y y
5. ,2

1 25 6 0 2 3         通解为 2 3
1 2 x xy C e C e

设特解 * ( ) 2  xy x Ax B e 代入得 * ( ) 22   xy x x e 故 ( )2 3 2
1 2 2   x x xy C e C e x x e

6.（1）
2

3
1

3


 y x 切线： ( )

0

2

33
0

1

3


  y x x x x

( ) ( )0

0

2 1 2 1 1
0

3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 02 0

1 1

3 3

 



   
         

   
 

x

x
S x x x x dx x x x x x dx
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| |0 0

0

2 1 4 4
23 3 3 3

0 0 2 0 0 0

1 2 3 3 3
1

6 3 4 4 4





 
       
 

x x
xx x x x x x x ( , )1 1A

（2）切线： ( )1 1 2
1 1

3 3 3
      y x y x 切线过 ( , )2 0  

21
2 3

0

1 2
1 3

3 5
       V x dx

7. ln( ) ln( ) | ( ) ln( ) |
2

1 1 1
2 2 1 2 1

0 02 20 0 0

2
1 1 2 1

1 1
        

   
x xx dx x x x dx x x dx
x x

ln( ) | ln( ) ln ln |
1

2 1 2 1
0 0

0

1 1
1 2 1 2 1 1

1 1

                   x x dx x x x x x
x x

lim ( ) ln ( ) ln( ) ln
1

1 1 1 1 2 2 2 2


           x
x x x x x

( )
( ) ( )

2

1 1 1

2 1 2
1

2 2 2

                  
  

x bx a b a x a a bdx dx dx
x x a x x a x x b

ln ln( ) | lim ln ln( )1

2 2
2 2

2 2




                 x

a b a bx x a x x a

lim ln ln( ) lim ln
( )

1
2 2

2
2

2
2

   

       
a bx x

a b xx x a
x a

存在 1 1
2 2

     
a b a b

上式 lim ln2
2

  
x

x
x a

ln ln( ) ln
2

8
2 2 2 2 2 2       a a

e

2014 年高数上期末答案

一、计算题

1. 原式
( sin cos )lim lim lim

sin cos sin cosx x x

ax bx x x x x x
x x x x x x x  

   
 

    

3 2 2 2

2 0 0

2 1 2

2 1 1

lim lim
sin cos sin cos cos sinx x

x
x x x x x x x x 

  
   0 0

4 4 4

2 3

2. 两边对 x求导： sin (cos ) sin (cos ) cos ( )xf x x f x x f x x      2 2 4 4 ( )f 
2

2 2
2

3.
arcsin

arcsin
( )

x x
x xx x xy

x x x x x




                

2 2 2

2 2 2

1 2

1 1 1 1 1 2 1

2 1 1 1 1 1

arcsin
( )
x xdy dx

x x
  

 2 21 1

4. 令 xt e 1则 ln( )x t 2 1 原式= ln ln
x

x

t t edt dt C C
t t t t t e

                
 2

1 2 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

5. 令 cosx  ，则原式=  
arccos arccos

arccos

sin sin( sin ) tan = tan
cos cos

d d        
 
  

1 10
23 3

1 2 2 00
3

arctan 2 2

6. 令 ( )u x y 1 则 ( )du y dx xdy  1 原方程变为 ( ) y ydu y y dy u C       
4 3

2 3 0
4 3

故 ( ) y yx y C    
4 3

1
4 3

7. ,2
1 23 2 0 1 2           通解为 2

1 2
  t tx C e C e

设特解 * 2 tx Ate 代入得 * 2  tx te 故 2 2
1 2

    t t tx C e C e te
8. （1）见《工科数学分析基础》第三版 P299 例 3.1
（2）将 1 

xy e ， ln2 
xy e x 代入方程成立
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xe 与 lnxe x 线性无关，故其线性组合即为齐次方程的通解 ln1 2 x xy C e C e x

9. 原式=
+

+ ln( ln ) ( ln )xx d d x dx
x x x x


  
        2 2 2 31 1 1

1

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 4

二、解答题

1.
+ + +

tan π πlim ( ) lim lim π
( ) ( )x x x

x xf x
x x x x  

   
 2 2

0 0 01 1

- - -

tan π πlim ( ) lim lim π
( ) ( )x x x

x xf x
x x x x  

  
   2 2

0 0 01 1
x  0为跳跃间断点

tan π sinπ πcosπ πlim ( ) lim lim lim
( ) ( )x x x x

x x xf x
x x x x   

 
   

 2 21 1 1 11 1 2 2
x 1为可断间断点

tan π sinπ πcosπ πlim ( ) lim lim lim
( )x x x x

x x xf x
x x x x   

 
    

  2 21 1 1 11 1 2 2
x  1为可断间断点

tan πlim ( ) lim
( )x x

xf x
 

  


1 1

2 2
1 1

1
2 4

x  
1

2
为无穷间断点

2. 当 x  0时， ( ) cos ( sin sin )sin
x

f x t dt x
x x x

    2 2

2 0

1 1 1
；当 =x 0时，

( ) ( )( ) lim
x

f x ff
x

 
0

0
0

0

sin sin cos sin (sin )sin cos sin
lim = lim lim

x x x

x x x

t dt t dt x t dt
x x x x x
x x  

 
  

  2 2 2 2

20 0 0

20 0 0

1 1 1 1 1

1

sin
lim

x

x

t dt

x


2

0
20

sinlim lim
x x

x x
x x 

  
2 2

0 0
0

2 2
，且 cos

x
1
有界

( )f  0 0 又 lim ( )
x

f x


 
0

0 ( )f x 在 x  0处连续

3.（1）det( ) ( )( ) ,2
1 2

8 4 1

4 7 4 9 9 0 9 9

1 4 8


     



 
            

 
A E

17 4 1 1 0 1

9 4 2 4 0 1 4

1 4 17 0 0 0

    
        
      

A E 1

1

4

1

 
   
  

r

1 4 1 1 4 1

9 4 16 4 0 0 0

1 4 1 0 0 0

     
        
       

A E 2

1

0

1

 
   
  

r 3

0

1

4

 
   
  

r

( ) 9 9 9
1 2 3

1 1 0

4 0 1

1 1 4



     
              
          

t t tx t C e C e C e

（2）将特解代入： ( ) ( ) ( )2 2 24 3 2 2 1              
t x x x x x xe x e a e x e b e x e Ce

4 2 0 3

3 2 2

1 0 1

     
       
      

a b a
a b c b
a b c

3 2     xy y y e ,2
1 23 2 0 1 2        

通解为 2
1 2 x xy C e C e 由题知特解 *  xy xe 故 2

1 2  x x xy C e C e xe

4.（1）切线： ln ( )y a x x x
x

  0 0

0

9
过原点 x e 0 切点 ( , )e a
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:l y x
e

 2

9 = ln
e ea eaS xdx a xdx
e

   0 1
1

2

（2） = π ( ) ( )π
ya
a ey ae aV e dy

a
 

   
 


2 2

2

0 2 2

5. （1）令 ( ) ( ) ( )
x x

F x f t dt f t dt


  0 0
由中值定理：

( ) ( ) ( )0

0
 


F x F F x

x
( )0 1 

即  ( ) ( ) ( ) ( )
x x
f t dt f t dt x f x f x 


    0 0

（2）对（1）中等式两边求导：  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x x f x f x              

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x f x f x
x
             即  lim ( ) ( ) ( ) lim

x x
f x f x f   

  
    

0 0
2 0

 ( ) ( ) ( ) ( )lim = lim ( )+ ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) lim
x x x

f x f x f x f x f x f x f x f x f f
x
      

    

              
0 0 0

2 0 2 0

( ) lim ( ) ( ) lim lim
0 0 0

1
2 0 2 0 2 0

2
  

    
      

x x x
f f f

2013 年高数上期末答案

一、计算题

1. 原式
(sin cos ) coslim lim

sin cos

x x

x x

x x e xe
x x 

 
 

0 0

2 2
0

2. 两边求导 ( ) ( ) ( ) xx f x x x f x x
x

     


2 2 2
2 1 2

2 1
令 x  1，则 ( )f 

2
2

3

3. secsin cos sin sin sin
cos

x x xy x x x x x
x x x

      
2 2 2

2

2 1 2
6 3 3 3 6

5 5 5 52 2

4. 原式 ln ln ln xxdx x x x dx x x c
x


            

 
4

4 4 4 41 1 1 1

4 4 4 4

5. 原式 = ( )x x x x xxe dx xe dx xde xe e dx e e e       



                 
3 3 3 33 3 3 3

03 0 0 0
2 2 2 2 3 1 8 2

6. 先求
dy dy dxxy y x y y C x
dx y x

         10 设 ( )y h x x 带入原方程

 ( ) ( ) ( ) cos ( ) cos ( ) sin cosx xh x h x xh x x x x h x x x h x x x x C         3 2 3
2

7. 2 2 5 0 1 2        i ( cos sin )1 22 2  xy e C x C x

8. 令 t x ，则 x t 2，原式=
++ + ++t t t t t tte dt tde te e dt te e
                        00 0 0 0

2 2 2 2 2

二、解答题

1. ( )lim ( ) lim limπ π π πcos sin
x x x

x x xf x
x x

  

 
   


1 1 1

1 2 1 2

2 2 2

x  1为可断间断点

, , , ( )3 5 7 2 1     t k ，
( )lim ( ) lim πcos

1

2

 


  

x t x t

x xf x
x

, , , ( ),x k k N        3 5 7 2 1 为无穷间断点

πlim ( ) limsin
x x

f x
x 


22 2 4

不存在 ( )f x 在[ , ]1 1 内振荡 x  2为振荡间断点

+

πlim ( ) lim
22

0 0

2

4 
  

x x
f x

x
，

( )lim ( ) lim πcos0 0

1
0

2

  


 

x x

x xf x
x

x  0为跳跃间断点
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2.（1）当 x  0时，
( ) ( )

( )
x xx g x e g x e

f x
x

      
2

当 =x 0时，
( ) ( ) ( )( ) lim lim

x

x x

f x f g x ef
x x



 

   
 20 0

0
0

0

( ) ( ) ( )lim lim
x x

x x

g x e g x e g
x

 

 

    
  

0 0

0 1

2 2 2

( ) ( ) ( )

( )
( )

xxg x x e g x x
xf x

g x

   
     



2

1
0

0 1
0

2

（2） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim ( ) lim lim
x x x

x x x

xg x x e g x g x xg x e x e g xf x
x x

  

  

            
20 0 0

1 1

2

( ) ( )lim lim ( )
x

x x

xg x xe g f
x



 

     
0 0

0 1
0

2 2
( )f x 在 x  0处连续 又当 x  0时， ( )f x 显然连续 故 ( )f x 在 ( , )  上连续

3.（1）det( ) ( )( ) , ,1 2 3

1 1 2

1 2 1 3 3 0 0 3 3

2 1 1


       



 
            

 
A E

1 1 2 1 0 1

1 2 1 0 1 1

2 1 1 0 0 0

    
         
      

A 1

1

1

1

 
   
  

r

2 1 2 1 0 1

3 1 5 1 0 1 0

2 1 2 0 0 0

    
         
       

A E 2

1

0

1

 
   
  

r

4 1 2 1 0 1

3 1 1 1 0 1 2

2 1 4 0 0 0

    
        
      

A E 3

1

2

1

 
   
  

r

( ) 3 3
1 2 3

1 1 1

1 0 2

1 1 1



     
              
          

t tx t C C e C e

（2） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3         x xf x e f x f x f x f x f x e ,2
1 2

3
2 3 0 1

2
         

通解为 ( )
2

3
1 2


 

x xf x C e C e 设特解为 *( )  xf x Axe

代入得： *( )
5

 xxf x e ( )
2

3
1 2

5


   

x x xxf x C e C e e

又 ( )0 1f ( ) 1
0

5
 f 故 ( )

2

3
2 3

5 5 5


  

x x xxf x e e e

4. 设
π( cos , sin ), ( , )D a t a t t 0
2

，则
( cos ) sin= sin cos sina t a b tS ab t t ab t

 
2 2

2

( cos cos ),cos ( , )ds ab t t t
dt

   22 1 0 1 ，
πcosds t t

dt
    

1
0

2 3

故当
πt 0
3
时，

ds
dt

 0；当
π πt 
3 2

时，
ds
dt

 0

π=t
3
时取最大值， maxS ab

3 3

4
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5.（1）由中值定理：
( ) ( ) ( )f x f a f M
x a

  


其中 ( , ), ( )a x f a   0 ( ) ( )f x M x a   ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

Mf x dx M x a dx f x dx b a       2

2

（2）由柯西不等式：      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x x b

a a a a a
f x f t dt f t dt dt x a f t dt x a f t dt                

2
2 2 22

     ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b b b b

a a a a a a

b af x dx x a f t dt dx f t dt x a dx f x dx                
2

2 2 22

2

2012 年高数上期末答案

一、填空题

1. ( , )10
4

解析： ( )F x x
x

      
1 1

2 0 0
4

2. ( )0 0f ； ( )0 2 f

解析：
( ) ( ) ( )lim lim ( )

x x

f x f x f f
x x 

   
0 0

0
0 2

0
3. a 1

解析：
+ +

coslim ( ) lim
x x

xf x
x 

 
0 0

1

2 2

- - -

( )( )lim ( ) lim lim
( ) ( )x x x

a x a a x af x
x a x a a x a  

   
 

   0 0 0

1

a
 

1 1

22
a 1

4. ,a b 0 1

解析： ( )f x 在 x  0处连续：
- -

lim ( ) lim ax

x x
f x e

 
 

0 0
1

+ +
lim ( ) lim ( )
x x

f x b x b
 

  2

0 0
1

b  1 ( )f x 在 x  0处连续：
- -

( ) ( )lim lim
ax

x x

f x f e
x x 

 


0 0

0 1
+ +

( ) ( ) ( )lim lim
x x

f x f b x
x x 

  
 

2

0 0

0 1 1
0

lim
ax

x

e a
x


  

0

1
0 0

5. a  9

解析：
( ) ln( )lim lim lim
( ) sinx x x

f x ax ax a a
g x x x  


     

2 2

20 0 0

1
1 9

3 3 9

二、计算题

1. 原式
cos( ) sin( ) cos( )= lim lim limπ π π π π π πsin cos sin

x x x

x x x

x x x
  

    
   

   
21 1 1

1 1 1 1 4

1
2 2 2 2 2 2

2. ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

x x x x xf x x x x
x x

             
 

2 2

2 2

2 3 5 6 5
0 5 1 0 1

3 3
或5 定义域： x  3且 x R

增区间 ( , )1 ， ( , )5  减区间 ( , )1 3 ， ( , )3 5

x 1时取极大值 ( ) ( )f x x dx dx
 

       
1 1

2

1 1
1 2 1 2 1 2 4； x  5时取极小值 ( )f 5 12

3. 原式= ( )
t
x

t

dx t dt dt
tt tx

x


  

  
  

1 3 2
令3 1

3
322 21
32

2

1 1

1 1 1
1

，令 tant  ，则原式=
π

π costan 



4 22
6

1 1

1
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π π π
sin

π π π
cos sin ln ln

cos cos sin ( )( )
ud d d du udu

u u u u
   

  
  

     
        

3
2 2 2

令4 4 4 2 2
1 12 2 2

1
6 6 6 2 2

2

1 1 1 1 1 2

1 1 2 1 1 2 1 3

4. y xy x y y y xy x      3 2 3 2 3 ，令u y 2 ，则u y y   32 u xu x u xu x       3 31
2 2

2

先求 xdu duxu xdx u c e
dx u

     
2

12 0 2 设 ( ) xu h x e
2

，则 ( ) ( ) ( )x xh x xh x e xh x e x    
2 2 32 2 2

( ) ( ) ( )x xh x x e h x x e c       
2 23 2

22 1 xu x ce   
22 1

5. 2 4 5 0 2         i ( cos sin )2
1 2

  tx e C t C t

6.（1）
π

cos xdx  2

0
1

cos
arctan

sin
y x

x
y a x a


  

1

arctan
(cos sin )a x a x dx a a a       

1
2

0

1 3
1

2 4

（2）
πarctan

arctan

ππ( sin ) π cos πarctan πV x dx xdx     
4 2

2 23 2
4

0
3

3 7 4 3

4 4 32 3 8

7.（1）
( ) ( ) ( )lim ( ) lim lim

x

x x x

tf t dt xf x fF x
x x  

   0
20 0 0

0
0

2 2

（2）
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim lim lim

x x

x x x x x

t f t dt x f x dtF x F f x f x fF
x x x x    

       


 0 0
3 20 0 0 0 0

0 0
0

0 3 3 3 3

当 x  0时，
( ) ( )

( )

x
x f x x tf t dt

F x
x


  3

0
4

2 ( ) ( )
lim ( ) lim

x

x x

x f x tf t dt
F x

x 


  2

0
30 0

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( )
x x

xf x x f x xf x f x f F
x 

       
2

20 0

2 2 0
0

3 3 3
( )F x 在 ( , )  上连续.

8. （1）det( ) ( ) ( ) ,2
1 2

1 1 1

2 4 2 2 6 0 2 6

3 3 5


     



 
          

  
A E

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 0 0 0

3 3 3 0 0 0

     
         
       

A E 1

1

0

1

 
   
  

r 2

1

1

0

 
   
  

r

5 1 1 1 1 1

6 2 2 2 0 3 2

3 3 1 0 0 0

      
          
        

A E 3

1

2

3

 
   
  

r

( ) 2 2 6
1 2 3

1 1 1

0 1 2

1 0 3

     
               
          

t t tx t C e C e C e

（2） ,2
1 23 2 0 1 2         通解为 2

1 2 t tx C e C e
设特解为 *  tx Ate 代入得： * 4  tx te 故 2

1 2 4  t t tx C e C e te

9. 由积分中值定理： ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2

     
      b ba be f a b a f b f e f b ( , )

2
 


a ba

令 ( )( ) ( ) bg x f x e  
2 2

，则 ( ) ( )g g b  又  ( ) , ( , ), ( )g x a b b g     0

即  ( )( ) ( ) ( ) ( )=x bf f e f f         
2 2

2 0 2 0
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10.（1）将  xy e 代入得： ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0      x x xe P x e Q x e P x Q x
将 y x代入得： ( ) ( ) 0 P x Q x x
（2） ( )1 0     x y xy y 满足 ( ) ( )1 0  P x Q x ， ( ) ( ) 0 P x Q x x
由（1）知  xy e ， y x为方程的特解 故通解为 1 2 xy C e C x
又 ( )0 2y ， ( )0 1 y 2 xy e x
（3）由（2）知通解为 1 2 xy C e C x 观察得特解可取 * 1y

1 2 1   xy C e C x   ( )ln ( ) ( )lim lim
( )( )0 0

0 21
1

0 11 

  
        x x

yy x y x
yx y x

2 1   xy e x

2011 年高数上期末答案

一、填空题
1. 2k

解析：
sinlim ( ) lim lim

x x x

x xf x
x x    

   
0 0 0

2 2
2

+ +
lim ( ) lim ( )
x x

f x x x k k
 

   2

0 0
3 2 k  2

2. π2
解析：令 sinx  2

原式
π π π

π π π( sin ) cos cos (cos sin cos ) cos πd d d         
  

       2 2 22 2 2

2 2 2

1 2 2 2 4 2 4 2

3. cos sin
1

2
1 2 3

3 3

2 2
  

    
 

xxy C e e C t C t

解析： ( )( ) , ,3 2
1 2 3

1 3 1 3
1 0 1 1 0 1

2 2 2 2
                   i i

4. sin
cos
x x

x

2

2 2

2

1
二、单选题
1. B

解析：
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim

0 0 0

1 1 1 1 1 1
1 2

   

           
 x x x

f x f f x f f f xf
x x x

( ) ( )5 5 4 2     f f

2. D
解析： 2 1 0 1     
3. D

解析：
(ln )sin ( )sin

lim ( ) lim lim sin
x x x

x x x x
x xf x

x x  


  

 1 1 1

1 1
1

1
1 1

 ln( ) sin
lim ( ) lim
x x

x x
xf x

x 


 

1 1

1

0
1

 ln sin
lim ( ) lim lim (ln )sin
x x x

x x
xf x x x

x x  
  

0 0 0

1
1

1

ln
lim ln lim lim
x x x

x xx x

x x
  

  



0 0 0

2

1

0
1 1

且 sin
x
1
有界故上式极限为 0 可断间断点为1，0

4. B

解析：设
π( ) tan ( , ), ( )

cos
f x x x x f x

x
    

2

1
， 0 0

4 1
( )f x 单调增

( ) ( )f x f 0 0
tan πtan tan tan , ( , )

tan
x xx x x x x x x

x x
         2 20 0

4
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设
tan π( ) ( , )xg x x
x

 ， 0
4

，则
tan sin coscos( )

cos

x x x x xxg x
x x x

   
2

2 2 2

令 ( ) sin cosh x x x x  ，则 ( ) cosh x x   1 2 0 ( )h x 单调增， ( ) ( )h x h 0 0

( )g x  0， ( )g x 单调增
π( ) ( )

π
g x g  

4

4
即

tan
π

x
x


4

故
tan

π tan
x x

x x
 

4 I I  1 21

三、计算题

1. 原式
 

arctan= lim lim lim
x x x

x x xx
x x x x  

    


22

3 2 2 20 0 0

1
1

11
2 6 66 1

2. 原 式
coscos cos cos tan tan

cos cos cos
x x x xd x xd x xdx xd x dx
x x x


                

4
4 4 2

5 4 2

1 1 1 1

4 4 4 4 4

tan tan
cos

3

4

1 1

4 12 4
   

x x x C
x

3. 令 x t ，则原式
ln= ln ( ln ) ( ln )t tdt tdt t t t
t

      
2

2 2 2

11 1
2 4 4 4 2 2 1

4. , , ln lnx t t t x bt y t t t t t          2 3 2 4 2 52 2 2 4 ， ( ln )y t t    44 5 1 ，
d y xy xy
dx x


 
 


2

2 3

( ln ) ( ln ) ln
( )

t t t t t t t
t t

        
3 4 2 5

3 3 2

2 4 5 1 6 4 2 1

2

5. 先求
dy dxxy y y c x
y x

      3
1

3
3 0 令 ( )y h x x 3

则 ( ) ( ) ( )x h x x x h x h x x   
3 2 33 3 ( )x xx e h x e  4 故 ( ) +xh x e c 2 ( )xy e c x   3

6. （1）det( ) ( )( ) , ,1 2 3

1 2 3

2 1 3 9 1 0 0 9 1

3 3 6


       




           


A E

1 2 3 1 0 1

2 1 3 0 1 1

3 3 6 0 0 0

   
       
      

A 1

1

1

1

 
   
  

r

2 2 3 1 1 0

2 2 3 0 0 1

3 3 7 0 0 0

   
        
      

A E 2

1

1

0

 
   
  

r

8 2 3 1 1 0

9 2 8 3 0 2 1

3 3 3 0 0 0

    
          
      

A E 3

1

1

2

 
   
  

r

( ) 9
1 2 3

1 1 1

1 1 1

1 0 2



     
              
          

t tx t C C e C e

（2） 2
1 24 4 0 2         通解为 2 2

1 2 x xy C e C xe

设特解为 * 2 2 xy Ax e 代入得： * 2 23

2
 xy x e 故 2 2 2 2

1 2

3

2
  x x xy C e C xe x e
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7. =2y x 切线： ( )2
0 0 02  y x x x x 切点： ( , )x x 2

0 0

( )x
xS x x x dx x x     0

3
8

2 20
0 0 0 0

2

2 8 64
4

=xS x x
x

     
2

0
0 0

3 16
16 64 0

4

当 x 0

16
0

3
时， S   0；当 x 0

16
8

3
时 ,S  0 x 0

16

3
时 S最大，对应点为 , 

 
 

16 256

3 9

8.（1）由柯西不等式： ( ) ( )f x f x
x x

     
2

2

1 1 1

2

+
( )f x dx



 2

1
和

+
dx

x


 21

1
均收敛

+
( )+f x dx

x
      2

21

1 1

2
收敛

+ ( )f x dx
x


1 收敛 故

+ ( )f x dx
x



1 绝对收敛

（2）原式
+ arctan= arctan ar π

( )
ctanxxdx d x

x x
dx

x x


   

    
  

 
 2

2 21 1 2 2
1

1

1 1 1 1 1

8 12 2 2

π π( ) ( arctan )dx x
x x x




       
 2 21

1

1 1 1 1 1 1

8 2 1 8 2 2

9. ( )lim ( )
x

f x f
x

  
1

0 1 0
1

( ) ( )lim ( )
x

f x f f
x

   
1

1
1 0

1

当 x  1时，  ( ) ( )x f x t   
1

0
1 1

 ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f f x
x x x
  

  
  

1

0

1 1 1

1 1 1

当 x 1时， ( ) ( )f dt  
1

0
1 1 0 在 x 1的邻域内：

( ) ( ) ( )( )
( )

x f x f xx
x


  
 2

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim lim
( ) ( )21 1 1 1

1 1
1

1 1 2 1 2

 
   

     
  x x x x

x f x f x f
x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim ( ) lim lim lim ( )
( ) ( )x x x x

x f x f x f x x f x f x f x fx
x x

 
   

               
 


21 1 1 1

1 1 1 1
1

1 2 1 2 2

( )x 在 x 1处连续

2010 年高数上期末答案

一、填空题
1. ( )y x  1 2 1

解析：设切点 ( , )x x 2
0 0 ，则 ( )x x     0 0

1
2 1 1

2
切线 ( )y x y x     ： 1 2 1 2 1

2. 2
1 2 3  xy C e C x

3. 19

4

解析：令 t x 2，
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )df x df x dx t tf x x f t x f t f t
dx dx dx

           
2 2 2 2

2 3

2

3
2

2 4
( )f 

19
4

4
二、计算题
1. B
解析： ( )f a  0 令 x a ，则 ( )( ) ( ) ( )

1

2 0 0


      
a f t

a
f a f a e dt f a  x a处取极小值

2. A

解析：
( ) ln( ) ( )lim lim lim
( ) sinx x x

f x x x x x
g x x x  

  
  

2 20 0 0

2 1 2
2
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三、解答题

1.
ln

ln

( )

x x x x
x x xx xy

x x x




    
  



2

2 2

32 2

2

2 1 2

2 1 2 1

1 1 1
1

ln lnlim lim lim
( )

x x x

dy x x x
dx x xx

    


  


3 21 1 1

2 2

1

3 11

2.
2 tx e

2

2   tx te ( )
2 22 32 2 1 2        t ty t t t e t e =( +4t )e ty t  22 46

d y xy xy
dx x



 


2

2 3
则

( ) ( )( )t t t t

t t

d y e t t e te t e t
dx e e

   

 

      
 

2 2 2 2

2 2

2 2 4 3 2

2 3

6 4 2 2 6

t

d y e
dx



  
2

2

1

6

3. 原式 ln( ) ( ) ln( )x x x xe de e e C         1 1 1 1

4. 先求
dy dxxy y y C x
y x

      1

2
2 设 ( )y h x x ，则 ( ) ( )x h x h x

x
    

1
2

2
( )h x x x  22

( ) ( )h x x h x x C    
3

2
2

2

3
( )y x C x x C x    

3 3

2 2
2 2

3 3

5. （1）det( ) ( )( ) , ,1 2 3

1 1 1

1 3 1 1 4 0 0 1 4

1 1 1


       




           


A E

1 1 1 1 0 1

1 3 1 0 1 0

1 1 1 0 0 0

   
       
      

A 1

1

0

1

 
   
  

r

0 1 1 1 1 0

1 2 1 0 1 1

1 1 0 0 0 0

   
        
      

A E 2

1

1

1

 
   
  

r

3 1 1 1 0 1

4 1 1 1 0 1 2

1 1 3 0 0 0

    
          
      

A E 3

1

2

1

 
   
  

r

( ) t tx t C C e C e
     
              
          

4
1 2 3

1 1 1

0 1 2

1 1 1

（2） ,2
1 22 0 2 1          通解为 2

1 2
 x xy C e C e

设特解为 *  xy Axe 代入得： * 1

3
 xy xe 故 2

1 2

1

3
  x x xy C e C e xe

6. ln( ) lim ln( ) lnx x
x x x x xx

x x xI xd dx e e
e e e e e

 
  

    

                  00 0
0 0

1 1
1 1 2

1 1 1 1 1

( ) ln( )( ) ln( )lim ln lim ln lim ln( ) ln
x x x xx x x

x
x xx x x

x e e e exe e e x e
e e  

              
1 11 1

2 2 1 2

lim ln ln ln
x

xx

e
e

  


2 2
1

7.
c a b
a b c c

   
     

0 2

2 0
( ) ,by ax bx x ax b x x

a
       2

1 2 0

,0 2 0   a b a 1 0 x
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( )( )

b
b a
a a b b b b aS ax bx dx x x

a a a a


 

        
3 3 3 3

2 3 2

2 2 2 20
0

2

3 2 3 2 6 6

( ) ( )ds a a a a
da a

   


2 2 3

4

3 2 2 2

6

( ) ( )a a a a
a

  
    

2

4

2 4
0 4

6

; ;a b c     4 6 0 ( )y x x  4 6
( ) ( )

π
( )

y
V dy

    



9

4
20

6 36 4 4

4

π πydy  
9

4

0

3 27
9 4

4 8

8. ( )lim
x a

f x a
x a




2
存在 ( )f a  0 ( ) 0  f x ( ) ( ) 0  f x f a 设 ( )g x x 2

( ) ( )
x

a
h x f t dt 由柯西中值定理：

( ) ( ) ( ) ( , )
( ) ( ) ( )
g b g a g a b
h b h a h

 



 


即
( ) ( )( ) ( ) ( )

b a b

a a a

b a b a
f ff t dt f t dt f x dx

 
 

 
  

  

2 2 2 22 2
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